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INTRODUCCION

En 1820, Oersted descubrido en Copenhague qgque la
corriente eléctrica producia la declinacion de la aguja
de wuna brudjula. De esta forma podian unirse Ila
electricidad y el magnetismo en una teoria uUnica
susceptible de abordarse con metodos matematicos.
Nace asi una nueva rama de la “matematica aplicada”
de la que Poisson fue uno de sus principales
fundadores.

Poisson clasificO los cuerpos en conductores Yy
aislantes; y definio la electricidad como un fluido donde
los elementos semejantes se repelen y los elementos
contrarios se atraen.

Amplié y extendio los trabajos realizados por Euler,
Lagrange y Laplace sobre el potencial gravitatorio.
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En 1785 Laplace habia establecido que la variacion de

& potencial en cualquier punto, ya sea interior o exterior

{al cuerpo que ejerce la atraccidon gravitacional,
..  satisface la ecuacion que lleva su nombre

Poisson (1812) comprobd que esta ecuacidon no era
correcta para los puntos (X,y,z) situados en el interior
del cuerpo atrayente, la reformuld del siguiente modo

es la funcion de densidad del cuerpo atrayente y la
extendio al campo eléctrico. En este mismo trabajo,
Poisson consiguid resolver un problema cuya solucion
tedrica habia buscado ya Coulomb: el de la distribucion
de electricidad en un sistema de dos esferas.
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‘Cuando la distribucion de carga no se especifica de

antemano, para resolver problemas electrostaticos se utilizan
los siguientes métodos:

- Ecuacion de Poisson
- Ecuacion de Laplace

- Método de imagenes electrostaticas




PRIMER METODO: ECUACION DE POISSON

Relaciones basicas:

Reemplazando (I11) en (1) :

. (D)

Ve(- V¢)_ i) ERVEPSSREY ) \EPISERES (Ecuacion
£ 3l de Poisson)

* En el espacio libre o vacio, la ecuacion de Poisson viene

e F-Tor-Wole] g
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Vip=——
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La ecuacion de Poisson es una ecuacion en derivadas
parciales que puede resolverse una vez que se conoce la
dependencia funcional de vy las condiciones adecuadas en la
frontera.
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FORMAS QUE TOMA EL LAPLACIANO EN LOS
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= a) EN COORDENADAS RECTANGULARES

c) EN COORDENADAS ESFERICAS
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METODOS GENERALES PARA RESOLVER

PROBLEMAS ELECTROSTATICOS

EGUNDO METODO: ECUACION DE LAPLACE

Se utiliza para resolver ciertos problemas
electrostaticos donde intervienen conductores. En este
caso toda la carga se encuentra ya sea sobre la
superficie de los conductores o en forma de cargas

puntuales fijas, por lo tanto P&l en la mayoria de los
puntos del espacio.
Donde se anula la densidad de carga p, la ecuacion de

Poisson se reduce a la forma mas sencilia:

(Ecuacion de Laplace)

Hay dos métodos para la solucion de la ecuacion de Laplace:

- Hallar una solucion general a partir de soluciones particulares
en un sistema coordenado exigido por la simetria del problema.

- Utilizar el método de imagenes.
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ECUACION DE LAPLACE CON UNA VARIABLE INDEPENDIENTE

Si_¢@ es funcion de una sola variable, la ecuacion de Laplace
se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria.

A) EN COORDENADAS RECTANGULARES (X, VY, 2)
egun Laplace, el laplaciano de la funcion “ ¢ ” debe ser
Igual a cero, es decir:

Esta ecuacion diferencial de segundo orden es igual a

cero cuando cada uno de sus términos es igual a cero.
Si los igualamos a cero cada uno de estos términos y

Ir\c racnl\lomnc iNfanranadn rlnc veces I Cﬁlllf‘lﬁn gue se
IVOILITUOD |||L\.’3| CAl qu Q, 1 CA ITCUAUID \.1

obtiene en cada caso es la gque se muestra a continuacion




B) EN COORDENADAS CILINDRICAS (p, ®, 2):




C) EN COORDENADAS ESFERICAS (r, 6, ®):

En este caso, la ecuacion de Laplace es:

2

(r j+ S (Sen@a(p}r : : : af:o
rSené o6 00 ) r-Sen-@ o¢

‘ Al igualar cada término a cero tenemaos:
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ECUACION DE LAPLACE PARA PROBLEMAS BIDIMENSIONALES
A) EN COORDENADAS RECTANGULARES (X, Yy, 2):

Si la funcidon potencial depende de “x” e “y”, la ecuacion de Laplace se

%48 reduce a lo siguiente:

Para resolver esta ecuacion diferencial de segundo orden se aplica el
meétodo de separacion de variables. Aplicando este método, para un
valor dado de K la solucion general a la ecuacion de Laplace
bidimensional, en coordenadas rectangulares, es:

Doy = Z:(Ak e + B, e_kx)(Ck cosky + D, Senky)

k

Esta ultima ecuacidon se puede escribir como:

Dy = 2 (A coshkx+ B, senhkx)(C, cosky + D, senky)

k

NOTAS :
e K toma cualquier valor, pero al imponer condiciones de frontera a
se restringen los valores posibles de K.

- Si se intercambian las variables “x” e “y” en las dos ecuaciones
anteriores, entonces resultan dos ecuaciones mas que también son
soluciones generales a la ecuacion de Laplace bidimensional en
coordenadas rectangulares.




B) EN_COORDENADAS ESFERICAS

Si la funcion potenmal depende solo de las variables , la ecuacion

— |+ 1 i Sen@é—(o =0
or rSend o6 00

Sta ecuacion diferencial de segundo orden se resuelve por el método
de separacion de variables. Aplicando este método se obtiene las
soluciones conocidas como armonicos esféricos.

La solucion general a la ecuacion de Laplace bidimensional, en
coordenadas esféricas, es:

Donde son los llamados polinomios de Legendre. Los cuatro
prlmeros polinomios de Legendre se dan en la siguiente tabla:

. —(3cos 0-1)
E(SCOS 6 —3cosb)




C) EN COORDENADAS CILINDRICAS
Si la funcidon ¢ depende solo de las coordenadas (o es

'.‘."." C o[ Ci oordadenadda - Ci 2CUd .' e[S APIACE
coordenadas cilindricas puede resolverse también por el método de
=" 4l | separacion de variables. Estas soluciones son apropiadas para ciertos
problemas en los que intervienen un conductor cilindrico y un alambre
*|-recto y largo. No debe usarse cuando se trata de un segmento
cilindrico corto.
Si el potencial es independiente de z, la ecuacion de Laplace en

coordenadas cilindricas se convierte en:

Aplicando el método de separacion de variables, la solucion general
gue se obtiene es la siguiente:

Dip gy =P+ BOan+Zp”(Ancos ng+B, senng) +
n=1

> p"(C,cosng+D, senng)
n=I




METODO DE LAS IMAGENES ELECTROSTATICAS

Este método se aplica comunmente para determinar el potencial
eléctricoE , la iIntensidad de campo eléctrico , la densidad de flujo
eléctrico l y la densidad de carga superficial fg debidos a cargas en

+presencia de conductores. Al aplicar este método evitamos resolver
la ecuacion de Poisson o de Laplace, y se aprovecha el hecho que
una superficie conductora es una superficie equipotencial.

La teoria de imagen establece que una configuracion de carga
determinada cerca de un plano conductor puesto a tierra puede ser
reemplazada por la configuracion misma de carga, su imagen y una
superficie equipotencial en lugar del plano conductor.

Cuando se aplica el método de imagenes electrostaticas tienen que
cumplirse siempre dos condiciones:

- La carga o cargas imagen deben estar situadas en la region
conductora.

- La carga o cargas imagen deben estar situadas en forma tal que en
la superficie o superficies conductoras el potencial sea cero o
constante.
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